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EL DESENVOLUPAMENT DE LES PROBABILITATS EN EL SEGLE XIX
per
Francesc d’A. Sales i Vallés

I. Les probabilitats abans del segle XIX

Als autors francesos els agrada molt explicar que el Calcul de Probabili-
tats nasqué quan el Cavaller de Méré planteja a Pascal els seus dos célebres
problemes, ignorant, o volent ignorar, que anteriorment ja s’havien presen-
tat qiiestions semblants i s’havien resolt o intentat resoldre. Poden ésser
citats, com a autors que tractaren aquests tipus de qiiestions, Cardano,
Tartaglia i Galilei.

Cal reconéixer, pero, que el tractament que fa Fermat del segon proble-
ma (el de la reparticié de I’aposta quan s’ha d’interrompre el joc) és de tal
forma que permet generalitzacions i inclou, per bé que no de forma expli-
cita, conceptes que poden ésser desenvolupats de forma més general, i és pot-
ser, en aquesta via que pot parlar-se de naixenca del Cailcul de Probabilitats.

Huygens introdueix el concepte de valor del joc per donar una solucié
molt general al segon problema de Méré. Aquest concepte és el que després
prendra el nom (Jacques Bernoulli) d’esperanga matematica.

Es precisament Jacques Bernoulli qui en els seus comentaris a 'obra de
Huygens empra d’una forma sistematica I’Andlisi Combinatoria i intenta
explicitar la definici6 de probabilitat que fins aleshores no havia preocupat
gaire. Diu que “la coneixenca és una quantitat. La certesa és aquesta quanti-
tat sencera i la probabilitat n’és una fraccié. La certesa total fa el paper de
la unitat i es pot representar per 1, i per les parts fraccionaries de 1 expressar
els infinits graus de probabilitat que pot passar I’esperit. Quan aquesta frac-
ci6 es fa infinitament petita, el limit a qué tendeix és 0, que és per a la
intel-ligéncia I’expressi6 matematica de I’impossible”’. Observem que és una
concepcid del que ara se’n diu probabilitat subjectiva.

Daniel Bernoulli déna la definicié que ara anomenem classica: la proba-
bilitat d’un succés és igual al quocient obtingut dividint el nombre de casos
favorables perqué es produeixi el succés pel nombre total de casos possibles,
sempre que els casos considerats siguin igualment possibles. Després parla-
rem més llargament d’aquesta definicid. Es, també, D. Bernoulli qui plante-
ja 'anomenada paradoxa de St. Petersburg i introdueix el concepte d’espe-
ranga moral, que serd motiu de moltes discussions i controvérsies. L’evolu-
cié d’aquest concepte donara lloc al que els economistes actuals anomenen
“utilitat marginal”’,
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Un autor d’una influéncia considerable en tot el desenvolupament de la
Teoria de la Probabilitat és Bayes. '

Per Bayes la probabilitat d’un succés és la rad entre el valor a qué pot
computar-se una esperanga que depén de I'ocurréncia del succés i el valor
esperat qualsevol que sigui ’ocurréncia. Pot observar-se que aquesta defini-
ci6é té caracter subjectiu i és evidentment inspirada per la idea de les apos-
tes: si un jugador accepta apostes a 3 contra 1 sobre la verificacié d’un
succés és que, per ell, la probabilitat del succés és 3/4.

La questid que planteja Bayes en la seva obra postuma, ‘“An Essay
toward solving a Problem in the Doctrine of Chances”, és la segiient: donat
el nombre de vegades que un succés ha ocorregut i el nombre de vegades
que no ha ocorregut, es demana la probabilitat que la probabilitat de la seva
ocurréncia en una sola prova estigui compresa entre dos graus de probabili-
tat donats.

Es curi6s de constatar que la formula que ara es diu “férmula de Bayes”
no és en la seva obra. Es una conseqiiéncia immediata de les férmules
donades per Bayes sobre probabilitats condicionades, perd ell no la de-
dueix.

Els autors del que els anglesos anomenen ‘“continent’ fan llurs investi-
gacions sobre probabilitats basant-se en problemes i exemples trets dels jocs
d’atzar (daus, cartes, urnes, etc.), mentre que els autors anglesos es basen en
apostes sobre casos que en general no es poden repetir (curses de cavalls,
lluites esportives, eleccions politiques, etc.). Aixd fa que des de quasi el
principi del Calcul de Probabilitats es presenti el contrast entre probabilitat
objectiva i probabilitat subjectiva que encara dura.

Pot semblar que I’inic tema d’estudi dels probabilistes anteriors al segle
XIX eren els jocs d’atzar, perd aixd no és ben cert ja que Huygens ja veu
que molts problemes demografics i altres que interessen les companyies
d’assegurances presenten moltes analogies amb els problemes de la que
podriem anomenar teoria dels jocs d’atzar, i per tant I'interés de I’estugli de
les probabilitats no és merament tedric sind que és important per al desen-
volupament d’una disciplina que més endavant s’anomenara “Estadistica”.

II. L’obra probabilistica de Laplace

De tota I'obra desenvolupada durant el segle XIX en el terreny de les
probabilitats ens fixarem en tres aspectes:

1. Les aplicacions de I’Andlisi Matematica a la teoria de Probabilitats.

2. La llei normal.

3. La definici6 i la fonamentaci6 del concepte de probabilitat.

Aquests tres temes ja es troben a I’obra de Laplace ‘“Théorie analytique
des probabilités” publicada el 1812 i dedicada a Napoled.

Laplace és “absolutament determinista” en el sentit que creu que exis-
teixen unes lleis generals de la Natura i que “tots els esdeveniments, adhuc
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aquells que per llur insignificanga no semblen seguir les grans lleis de la
natura, s6n un resultat tan just i necessari com les revolucions del Sol’.
També escriu: “una intel-ligéncia que comprengués totes les forces de qué
la natura és animada i la posicio respectiva de tot el que existeix —una
intel-ligéncia suficient per a sotmetre aquestes dades a I’anilisi— enclouria
en una mateixa férmula els moviments dels grans cossos de 'univers i els
dels atoms de llum; per ella res no seria incert i el futur i el passat serien
presents en els seus ulls™.

D’aquesta dita es desprén clarament que Laplace creu que les lleis de la
Natura s’expressen en forma d’equacions diferencials i hom pot expli-
car la seva posicié determinista pels grans éxits assolits per I’Analisi Mate-
madtica en els problemes de la Mecanica. L’entusiasme que hi ha en el seu
temps pel Calcul Diferencial i Integral és tan gran i exagerat que Lagrange
arriba a afirmar que tot el que és essencial en Matematica ja esta fet i que la
tasca dels futurs matematics es limitara a perfilar detalls i a millorar I’expo-
sici6 general.

Aquesta posicié determinista de Laplace el condueix a les segiients
conclusions:

1. Eliminacié6 de I’atzar. El Calcul de Probabilitats no pot ésser una
teoria de les lleis de I’atzar, perqué I’atzar no existeix. ‘“La probabilitat esta
relacionada en part amb la nostra ignorancia i en part amb el nostre co-
neixement”.

2. Aixi com la natura, almenys dins els limits del sistema solar, obeeix
I’Gnica llei de la gravitacio, respecte als fenomens que ell anomena probabi-
listics hi ha una Gnica llei que és la llei normal.

Laplace adopta la definici6 que ara en diem classica, ja formulada per
D. Bernoulli, i pretén resoldre la qiiestio crucial, de saber quan son igual-
ment possibles dos esdeveniments, assegurant que ho s6n quan no hi ha cap
ra6 per a pensar que un d’ells pot océrrer més que no I'altre (abséncia de rad
suficient). Diu peré que aquest criteri es basa no en el nostre coneixement
siné en la ignorancia de les veritables causes.

En aquest punt Laplace es col-loca en una posicié subjectiva ja que
I’estimacié o determinacié de la probabilitat depén de I’observador o expe-
rimentador i per tant la probabilitat perd el caracter objectiu com a caracte-
ristica numérica de fenomen real definit (Gnedenko).

La llei o distribucié normal la troba com a llei limit d’una distribuci6é
binomial. Moivre havia descobert aquesta llei per al cas de p = 1/2. Li déna
una importancia excessiva i, conseqiient amb les seves idees, la fa llei Gnica
dels fendmens no deterministes, incloent-hi tots els components de la vida
humana.

En el que fa a I’aplicacié de I’anilisi, Laplace observa que en el desenvo-
lupament de (x + x2 + ...+ x*)" el coeficient dex® és igual al nombre de
resultats amb qué n daus donen la suma de punts igual a s. Generalitza el
métode obtenint les funcions generatrius d’una successié a, aixi: f(x) =
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2 a, x". Aquest métode I’aplica d’'una forma sistematica. Cal observar que
n=1

el nom d’algunes distribucions ve de la funci6é generatriu corresponent, aix{
la distribucié binomial es diu binomial perqué la seva funci6é generatriu és
f(x) = (px + q)".

III. L’aplicacié de I’andlisi a les probabilitats

El métode de la funcié generatriu de Laplace s’aplica a una variable
aleatoria X amb valors enters no negatius, aixi si

f(x)= Z a,xn,

n=0

a, =P(x=n) é f(l)= 2 a,=1.

n=0

En el temps en qué Laplace idea i empra les funcions generatrius no s’havia
desenvolupat la teoria de les séries convergents, que, com se sap, és de
Cauchy, pero té la sort que el desenvolupament de les funcions generatrius
és convergent per a |x| < 1 i es pot derivaries té

f"(x)=n§l na, x»! jf'(1)= 2 na, = EX

n=1

i en general

fOx)= T nn-1)...(n -(r=1) a, xr d’on

f1)= £ nn-1)...(n=(—-1))a,

n=r

que és el moment factorial d’ordre r, i es poden calcular facilment els
moments ordinaris en funcié dels moments factorials.

Des de quasi el principi hom noti certa analogia entre les probabilitats i
la Mecanica, considerant la probabilitat com una massa adscrita a un punt
material sobre la recta. Aix{ I’esperanca matematica és el centre de gravetat
i el moment de segon ordre és el moment d’inércia; aixd féu que la nomen-
clatura de les probabilitats prengués aquesta denominacié de la Mecanica.

Ara és ficil raonar de 1a manera seglient: si coneixem tots els moments
d’una variable aleatoria X podem conéixer tots els moments factorials i per
tant els coeficients a, de la funcidé generatriu i per tant la distribuci6 de
probabilitat de la variable aleatoria X.

Aix0 planteja I’'anomenat “problema dels moments™ que domina gran
part dels tractats de probabilitat fins al principi del segle XX. Aquest pro-
blema es pot enunciar aixi:
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Donada una successi6 m, de nombres reals, ;quines condicions ha de com-
plir perqué les m,, siguin moments d’una variable aleatoria X?

També es planteja el problema:

Coneixent uns quants moments, per exemple el de 1°i 2° ordre, d’una
variable aleatoria X, ;quines propietats podem deduir de la distribucio
corresponent a X?

En aquest sentit hom estudia la significaci6 de I’esperanga i de la va-
rianga.
Si la variable aleatoria que hom considera no és de valors enters no
negatius, la funcié generatriu no existeix, perd podem obtenir una funcié
generatriu de moments

m, t"
f( = nE n!

=1

Aquesta funcié generatriu de moments és
E(etx)

ja que

E(e"‘)=E( 3 ("‘)") -3 EX)L = 3 m, /n!

n=0 n; n=0 nj n=0

Aquesta és ’anomenada transformada de Laplace.
Tota aquesta bonica teoria trontollda quan Cauchy dona un exemple de

distribucié sense moments. Es la distribuci6 dita de Cauchy, que és absolu-
1

m(l + x?)’

Es curi6s de constatar que la grafica d’aquesta funci6 s’assemblamolt ala
de la normal i, a més, si tenim una série empirica de punts que s’ajusten bé
a la normal, també s’ajusten bé a la de Cauchy.

La solucié del problema dels moments fou donada en el segle XX, quan
P. Levy introduf ’anomenada funcié caracteristica f(x) = E (elt*), o sigui
la transformada de Fourier que, si hi ha moments, és

tament continua amb densitat f(x) =

in tn
ft)= £ m,
n=0 n!

i, si no n’hi ha, també existeix funcio caracteristica i per la férmula d’inver-
si6 hom pot calcular la distribucié corresponent. Aqui es presenta un feno-
men corrent en la historia de la Matematica: la solucié d’una qilestio es
resol de manera que en certa forma desapareix el problema.



188 FRANCESC D’A. SALES I VALLES

A partir de la introducci6é de la funci6 caracteristica el problema dels
moments deixa de tenir interés tedric.
Es interessant observar que la famflia de distribucions de Cauchy, que

son les de densitat f(x) = , és estable com la familia de

a
nm@ + x?)
normals, és a dir, la suma de variables aleatories independents amb distribu-
ci6 de Cauchy té una distribucié de Cauchy.

Cebysev introdueix 'anomenat “métode dels moments” per resoldre el
problema de I’estimacié de parametres, que és un problema més propi de
I’Estadistica que no del Calcul de Probabilitats.

IV. Lallei normal

La idea que la llei normal era una llei universal de I’atzar no aguanta
gaire, perd hom continua creient que les distribucions de variables aleatories
o eren normals o es podien deduir de la normal per canvis de variable o per
aproximacions mitjan¢ant polinomis ortogonals relacionats amb la llei nor-
mal.

Sorgeix aviat la denominada llei logarftmica normal. El problema més
general és trobar una funcié6 Z = f(X) tal que la distribucié de Z sigui
normal (Kapteyn). En el cas de la logaritmica normal Z = Ig X.

Un altre métode per a trobar distribucions emparentades amb la normal
és el dels polinomis d’Hermite. Aquests polinomis sén polinomis ortogonals
respecte a la llei normal, o sigui:

fHy - H, ex’x? dx = 0,m# n,

SHE €% x? gy =9n pt K20
i aleshores es defineixen funcions de densitat de probabilitat

f(x) = e"‘z"z(ao +a,H, +...+3a,H,).
El coeficient a,, s’expressa en funci6 dels n primers moments, per tant si els
coneixem podem donar I’expressié6 de f(x) i veure si s’ajusta a les dades
empf{riques.
Pearson al principi del segle actual observa que la densitat normal obeia

I’equacié diferencial

X—a
b

yl
Y

i generalitza aquesta equaci6 proposant
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y X—a n
—= —— ,F(x) = k,
\ F(x) (x) k-‘?) bux

Aqui també a i les by es calculen pels moments empirics. Hom obté aixi
tota una familia de distribucions que encara que no sén directament empa-
rentades amb la normal ho sén amb I’equacié diferencial que és una genera-
litzacié de la que déna la normal.

L’excessiva fe en la llei normal porta a estudiar séries estadistiques amb
més d’un maxim com si fossin sobreposicions de corbes normals.

Sén, perd, els treballs de Poisson, el principal dels quals és el que porta
per titol “Recherches sur la probabilité des jugements en matiére criminelle
et matiére civile” i és del 1837, els que acaben a la llarga destronant la llei
normal del lloc massa privilegiat on I’havien col-locada.

Poisson observa que en el cas en qué p difereix molt de 1/2 (en I’esque-
ma de proves repetides) la representacié asimptotica per la llei normal no és
satisfactoria i obté que en el cas de successos amb probabilitats p,, diferents
i que p, = 0 perd n p, = A, constant, lallei asimptotica convenient és pppn =

am
=— €™, essent py,, la probabilitat d’obtenir m vegades ’ocurréncia del

»

succés en n proves.

Aquesta llei és batejada per Bortkiewicz amb el nom de “llei dels petits
nombres” i també fou coneguda amb el nom de “llei dels casos rars™. Ara
hom la coneix amb el nom de llei de Poisson.

Es curi6s de constatar que durant bastants anys els dos tnics exemples
que quasi tots els llibres de probabilitats donaven d’aplicaci6 d’aquesta llei
eren els estudiats per Bortkiewicz, que eren “infants suicidats a Prussia,
menors de 14 anys” i ‘“‘soldats de ’exércit prussia morts per una guitza de
cavall”.

Poisson encara és dins la linia de Laplace, car pretén trobar “lleis uni-
versals”, aixi el seu teorema que diu: “Si efectuem n proves independents
de cada una de les quals resulta I’ocurréncia o no ocurréncia d’un succés A,
i la probabilitat no és la mateixa en cada prova, aleshores amb probabilitat
que s’acosta a la unitat tant com es vulgui podem assegurar que la freqiién-

m
cia — d’ocurréncies de A es desvia molt poc de la mitjana aritmética p de
n

les probabilitats en cada prova”. La considera una llei universal i diu que no
és solament un fet matematic sin6é que és una veritat filosofica.

Hom pot dir, d’una manera potser no gaire exacta, perd suggestiva, que
els Gltims anys del segle XIX i els primers del XX porten a una pérdua
d’importancia de la llei normal i a una importancia més gran de la llei de
Poisson, sobretot quan hom descobreix que aquesta és la llei que correspon
als fendmens radioactius, a la teoria de cues i a altres casos.
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Aixd no vol dir que la llei normal no continui essent molt important,
com es veu en el teorema central del 1{imit, perd ha perdut el caracter de llei
universal de I’atzar.

A mitjan segle XIX es presenta una nova tendéncia en els estudis mate-
matics. Apareixen el que podriem anomenar ‘‘matematics purs” (Cauchy,
Abel, Jacobi i més tard Weierstrass).

La matemadtica fins aleshores era principalment el llenguatge amb qué
s’expressaven les “lleis generals i universals” de la Natura. Jacobi diu que
estudia matemadtiques per a I’honor del génere huma. Sembla que vol dir
que no l'interessen les possibles aplicacions de la Matematica, i que per ell
és més important la Matematica per ella mateixa, com una manifestaci6 de
Pesperit de I’home.

L’estudi de les probabilitats entra en un atzucac i no interessa gaire els
grans matemadtics de ’época. Pot explicar-se, aquest desinterés, per I’excessi-
va ambici6é dels probabilistes del principi del XIX. Volien trobar una mate-
matica que resolgués els problemes del que ara anomenem Ciéncies Socials
de la mateixa manera que I’ Analisi havia resolt els problemes de la Fisica.

V. Definici6 i fonamentacié del concepte de probabilitat

Ja hem donat, en parlar de I'obra probabilistica de Laplace, ’anomena-
da definici6 classica de probabilitat.

" Es interessant citar ara la paradoxa de D’Alambert.

Segons D’Alambert quan es tracta de la verificacié d’un succés només hi
ha dos casos possibles: ler., que es verifiqui el succés; 2on., que no es
verifiqui; per tant, totes les probabilitats valen 1/2.

Es natural pensar que D’Alambert presenta la paradoxa com una crftica
sarcistica de la definicié de probabilitat. La qiiesti6 que es presenta ara és la
de donar criteris per a decidir quan els casos possibles seran igualment
probables. (*) Ja hem vist el criteri que adopta Laplace (I’abséncia de ra6
suficient) que alguns han definit com el principi de la distribuci6é uniforme
de la ignorancia.

La critica que hom féu d’aquest criteri, a part del seu caracter subjectiu,
és que només déna una condicié6 necessiria per a saber si dos successos
tenen igual probabilitat, perd no és suficient. Aixd és degut al caracter
negatiu del principi.

Ja molt avangat el segle XIX Stuart-Mill (1872) déna una definicié que
sembla evitar la qiliestié de la igualtat de probabilitat dels casos possibles.
Diu: suposem que un succés depén d’un cert nombre de causes, cada una de
les quals d’intensitat mesurable. Mesurem el camp total d’aquestes causes i
aix0 sera el denominador de la fracci6 que expressa la probabilitat del

(*) Hom pot raonar aixi: en Fisica no cal donar una definicié de massa, n’hi ha prou sabent si dos
cossos tenen igual massa o si la massa d’un cos és la suma de les masses de dos cossos.
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succés. El numerador serd la mesura del subcamp de causes que produeixen
Pocurréncia del succés.

Una critica immediata és: ler. Quins antecedents del succés poden ésser
considerats causes? 2on. Podent-hi haver diferents grups de successos cada
un dels quals pot ésser considerat com el grup de causes, com sabem que el
resultat sera independent del grup escollit?

Més endavant Von Kries (1886) proposa I'anomenat principi de la raé
suficient o rab peremptoria. Dos successos tenen igual probabilitat si sabem
quines son les causes que en fan produir I'un o l'altre i si son de la mateixa
intensitat.

Aquest principi té un cardcter objectiu perd en son limitades les possibi-
litats d’aplicacié.

Tant el principi de I'abséncia de rad suficient com el de la rab6 peremp-
toria tenen el defecte de no poder-se aplicar quan el nombre de possibilitats
és infinit. Exemple: probabilitat d’elegir a I’atzar un punt en un segment.

Cournot en I'any 1836 pren una posicidé que ara ens sembla més moder-
na. D’'una banda abandona la posici6 determinista extrema de Laplace i
admet I'atzar. D’altra banda fa distincié entre “probabilitat™ i mesura de la
probabilitat; la probabilitat és objectiva, diu, depén del fenomen aleatori i
no de I'observador, perd passa de vegades que ’observador pot no conéixer
la mesura de la probabilitat, com passa sovint amb les magnituds fisiques.

Al final del segle XIX i principi del XX apareix la ‘“llei emp{rica de
’atzar’ (el punt de vista ara ha canviat, ja no es tracta de definir la probabi-
litat, sind que es busca una “axiomatica’). Es evident la influéncia de les
circumstancies de la Geometria i de I'Aritmética.

La llei empirica de I’atzar es pot enunciar aixi:

“‘La freqiiéncia relativa d’'un succés en una série de n proves repetides en
les mateixes condicions essencials s’aproxima a un lfmit definit quan n
augmenta indefinidament”’.

Hem d’observar que no es tracta d’un axioma siné d’una llei de caracter
fisic. Aquest limit al qual s’acosta la freqiiéncia és la probabilitat del succés.

La llei empirica de I'atzar és en la mateixa lfnia que els “principis” de
Mecanica: principi d’inércia, principi d’acci6 i reaccid, etc. S6n extrapola-
cions de fets observats.

Prenent com aidea motriu aquesta llei empirica, Von Mises, jal’any 1919,
construeix una “axiomatica’ de la probabilitat que no resisteix els atacs i les
critiques tant dels que en podrien dir ‘‘subjectivistes’ (Finnetti, Keynes,
etc.) com dels purament matematics (Frechet, Khintchine, Kolmogorov).

Es I'any 1933 que Kolmogorov estableix 'axiomatica de la probabilitat
tal com ara és generalment acceptada.

Podriem parlar ara de les definicions “subjectivistes” de la probabilitat
que tenen llur primer representant en Bayes, perd aixd dona tema per a
una altra conferéncia; podriem dir, amb Kipling, que és una altra historia.
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VI. Cebysev i I'escola de St. Petersburg

flebi'/sev i 1a seva escola tanquen el segle XIX, quant al desenvolupament
del Calcul de Probabilitats.

La posicié de éebi'/sev vol ésser eminentment practica. Val la pena de
citar la seva frase:

“Els matematics han superat dos periodes: en el primer, els problemes
eren proposats pels déus (Problema de Delos: duplicaci6 del cub), en el
segon pels semi-déus (Pascal, Fermat). Ara som en un tercer perfode i els
problemes sOn plantejats per consideracions practiques”.

Observem que tant els déus com els semi-déus parteixen de casos *““prac-
tics”. Segons diuen, la duplicacié del cub es planteja per a construir un cub
d’or d’un volum doble del que hi havia en el tresor del temple de Delos, i els
problemes resolts per Pascal i Fermat també procedien de casos prictics
plantejats per jugadors més o menys professionals.

Sembla deduir-se de la frase de Cebysev que ell vol prescindir de tota
consideraci6 filosdfica o metafisica i atendre solament a la qiiesti6 matema-
tica.

Cebysev es col-loca respecte al Cilcul de Probabilitats en la mateixa
osicid que Cauchy davant del Calcul Infinitesimal. La principal obra de
ebysev i els seus seguidors és precisament rigoritzar i precisar els resul-

tats obtinguts (Lleis dels grans nombres, Teorema central del 1imit).

Aixi com després de Cauchy el Calcul Infinitesimal passa a ésser una
Anilisi Matematica i una Teoria de Funcions, el Cilcul de Probabilitat,
després de Cebysev i la seva escola, passa a ésser una Anilisi Estocastica i
una Teoria de la Probabilitat.



